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EINE BEMERKUNG ZUR ÜBERDECKUNG DER EBENE 
DURCH INKONGRUENTE KREISE 
URNI'.ST J IJCOVIC, Kosico. J A N LKSO. Pivso\ 
(begeben sei eine Menge von Kreisen ]/v/}, die die Ebene überdecken, d. h. 
ein jeder P u n k t der Ebene gehör t wenigstens einein Kreis des Sys tems \K,-\. 
Als die D ich t e der Überdeckung der Ebene durch die Kre ismenge \K{\ ist 
die Zahl 
EKi n K(r) 
A =. l im 
r~*°° K(r) 
definiert, wo K(r) einen Kreis der Ebene mit dem Halbmesser r bedeu te t . 
(Für den Kreis und seinen Inha l t benützen wir dasselbe Symbol.) (besucht 
wird die minimale Dichte P(q) der Überdeckung der Ebene durch Kreise, 
deren Halbmesser aus dem abgeschlossenen Interval sq; 1 sind. 
.Ein* 7 --- 1 ist die Lösung dieses Problems schon länger b e k a n n t (s. L. E e j e s 
r F ö t h [1]). J . M o l n ä r | 5 | vo rmute t eine untere Schranke der P(q) für alle 
mögliche q u n d gibt eine obere Sehranke der P(q) für q aus dem Interval 
0.18; 1 > an . (S. auch L. Eejes - - T ö t h [2 | und J . M o l n ä r A. H o p p e s [r.JA 
Weitere Ergebnisse s t ammen von A. F l o r i a n | 3 | , (4|, In der vorliegenden 
Bemerkung bringen wir eine obere Schranke der D(q) für kleinere q als bei J . Mol-
när [51 e r w ä h n t wird; dabei werden die überdeckenden Kreise dreierlei Halb-
messer haben. (Bei den Überdeckungen von .1. Molnär haben die Kreise eur 
zwei verschiedene Halbmesser .) 
Es gilt 
JZ / 32 -:- 12 I 
(1) P(q) : , • h > > - 2 - - <>f ' l 
2 . (12 | 7 ( 3 ) \ 3 
<i2 i q.\U(2-\- | /3) (7 ! -4 [ 3)7-
für 7 aus dem Interval 0,088; 0,L37 und 
32 1 
(-') %)<: '- -,, .-ҷз-* —2.+з + ]/_ 
2 . (3 + 2 . /2. ř 
-'/" I 7 ]l2(2 + 1/2)-(3 f 2 \/2).q* 
1 — ŕ/г 
tili 7 aus dem Intorval <0,137; 0,1 (KV. 
Die Soliranke (1) wird mit Hilfe der archimedischen. Mosaik (3, 12, 12) 
erzielt. (S. Abb. V) Die Mittelpunkte der überdeckenden Kreise sind die In-
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kreismittelnunkte der regulären Drei- und Zwölfecke (die überdeckenden Kreise 
mit diesen Mittelpunkten sollen Halbmesser n , r-z haben) und die Eckpunkte 
der Mosaik (T3 sei der Halbmesser dieser Kreise). Zu gegebenen r% werden 
solche minimale Werte r\, r? gewählt, bei denen die Ebene noch überdeckt 
wird. Verschiedene q erhalten wir, wenn sich r3 ändert; dabei ist q 
f? 
Wenn q im Interval (0,088; 0,137 > stätig abnimmt, dann nimmt auch die 
dazu gehörende Überdeckungsdichte im Interval 1,0805..; 1.0998.. ab. 
Die Schranke (2) wird auf analoge Weise mit Hilfe der archimedischen 
\ 
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Mosaik (4, 8. 8) erzielt. (S. Abb. 2.) Auch hier sind die Mittelpunkte der über-
deckenden Kreise die Inkreismittel]mnkte der regulären Polygone und die 
Eckpunkte der Mosaik. Wenn q im Interval (0.137; 0,109 abnimmt, ist die 
dazugehörende Überdeckungsdichte im Interval < 1,0998..; 1,1058.. ab-
nehmend. 
Übersichtshalber bringen wir auf Abb. 3 eine grafische Darstellung der 
oberen und unteren Schranke für D(q) aus J . Molnar [5] und dieser Bemerkung. 




Zu Kinde sei noch bemerkt: 1. Wir haben festgestellt, dass wenn die archi­
medischen Mosaiken (3, 4, 6, 4), (4, 0, 12), (3, 6, 3, 6) zur Überdeckung der 
Fbene auf dieselbe Weise benützt werden, wie wir es oben mit den Mosaiken 
(3, 12, 12), (4, 8, 8) getan haben, dann werden nicht bessere Abschätzungen 
erreicht wie bei J . Molnar [5] und in (1), (2). 
2. Die Mosaiken (3, 12, 12), (4, 8, 8) können auf gewisse Art auch zur Unter-
deckung der Ebene vorteilhaft benützt werden. (Bei der Unterdeckung gehört 
ein jeder Punkt der Ebene höchstens einem Kreis des Systems {Iv*} an.) Hier 
besteht das Problem darin Unterdeckungen mit maximaler Dichte zu bes-
timmen. Die bessten erzielten Unterdeckungsdichten sind 0,97618.. für 
q 0,0628 bei derMosaik (3, 12, 12) und 0,9569.. für q = 0,1082 bei der Mo-
saik (4, 8, 8). 
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